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TROU SPECTRAL LOCAL POUR DES ACTIONS DE
TRANSLATIONS
par
Re´mi Boutonnet
Re´sume´. — Le but de ce texte est de pre´senter une notion, appele´e trou spectral local,
qui porte sur une action de groupe sur un espace mesure´, et qui implique que l’action
est ergodique en un sens fort. Cette notion est relie´e au comportement de certaines
marches ale´atoires associe´es a` l’action et au proble`me de Banach-Ruziewicz. Je vais
expliciter ces liens et donner des exemples concrets d’actions ve´rifiant cette condition de
trou spectral local. La premie`re moitie´ de ce texte pre´sentera les principaux re´sultats,
exemples et applications alors que la deuxie`me moitie´ donnera une preuve plus de´taille´e
de l’un des re´sultats. Les re´sultats pre´sente´s sont obtenus en collaboration avec A. Ioana
et A. Salehi-Golsefidi.
1. Le cadre ge´ne´ral
Dans tout ce texte, on s’inte´ressera a` une action Γ y (X,µ) d’un groupe Γ (dis-
cret, de´nombrable) sur un espace mesure´ (X,µ), avec l’hypothe`se que la mesure µ est
invariante. Donnons tout de suite les exemples qui vont nous inte´resser:
(1) Pour d ≥ 1, n’importe quel groupe d’isome´tries Γ de la sphe`re Sd (ou de l’espace
euclidien Rd) pre´serve la mesure de Lebesgue.
(2) Plus ge´ne´ralement, si G est un groupe localement compact et Γ est un sous-groupe
de´nombrable, alors l’action de translation a` gauche de Γ sur G pre´serve la mesure
de Haar(1).
Une telle action est dite ergodique si les seuls sous-ensembles mesurables Y ⊂ X qui
sont globalement Γ-invariants sont nuls ou co-nuls: µ(Y ) = 0 ou µ(X \ Y ) = 0. Dans
l’exemple (2) ci-dessus, l’action est ergodique si et seulement si Γ est dense dans G.
Le concept de trou spectral local qui nous inte´resse est relie´ a` un renforcement de la
notion d’ergodicite´, introduit par Schmidt.
Classification mathe´matique par sujets (2000). — 22D40 [22E30, 22E46, 22F10, 28D05].
Mots clefs. — Trou spectral, groupes localement compacts, proble`me de Banach-Ruziewicz, ergod-
icite´ forte.
(1)L’exemple (1) correspond en fait a` une action de translation sur un espace homoge`ne Γ y G/H.
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De´finition 1 ([Sch80]). — L’action Γ y (X,µ) est fortement ergodique s’il existe
une mesure de probabilite´ ν e´quivalente a` µ (au sens ou` µ et ν ont les meˆmes ensem-
bles de mesure nulle) ve´rifiant la condition suivante. Toute suite (An)n d’ensembles
mesurables de X presque-invariants est triviale :(
lim
n
ν(An∆gAn) = 0, pour tout g ∈ Γ
)
⇒ lim
n
ν(An)(1− ν(An)) = 0.
Ici ∆ de´signe la diffe´rence syme´trique.
En fait on observe que si ν est une mesure de probabilite´ sur X e´quivalente a` µ, alors
pour toute suite (Xn)n d’ensembles mesurables dans X, limn ν(Xn) = 0 si et seulement
si limn µ(Xn ∩ B) = 0 pour tous les ensembles B ⊂ X de mesure µ finie. Donc la
de´finition ci-dessus ne de´pend pas du choix de ν et peut s’exprimer uniquement en
faisant intervenir µ.
Le re´sultat suivant duˆ a` Ioana pre´sente une application remarquable de cette notion
d’ergodicite´ forte.
The´ore`me 2 ([Ioa17]). — Conside´rons deux groupes localement compacts G et H,
connexes et simplement connexes et deux sous-groupes denses Γ < G et Λ < H.
Supposons que l’action de translation Γ y G est fortement ergodique.
S’il existe une bijection bi-mesurable φ : G→ H telle que φ(Γg) = Λφ(g) pour presque-
tout g ∈ G, alors il existe un isomorphisme continu θ : G→ H tel que θ(Γ) = Λ.
En d’autres termes, la seule structure mesurable des orbites de l’action Γ y G permet
de retrouver toute la structure alge´brique du plongement Γ < G, de`s lors que l’action
est fortement ergodique. On parle de “rigidite´ mesurable”. Mais comment ve´rifier
cette condition en pratique ? Nous allons voir que la condition de trou spectral local
qui fait l’objet de ce texte implique l’ergodicite´ forte (entre autres), et qu’elle est de
nature plus analytique, ce qui donne acce`s a` beaucoup d’outils pour la ve´rifier.
Cette notion est relie´e a` la repre´sentation de Koopman associe´e a` l’action. Par
de´finition c’est la repre´sentation de Γ sur l’espace de Hilbert L2(X,µ) obtenue par
pre´-composition: σg(F )(x) = F (g
−1x), pour tout F ∈ L2(X,µ), g ∈ Γ. Comme la
mesure µ est invariante, cette repre´sentation est unitaire. Dans le cas ou` µ(X) est
finie, on notera L20(X,µ) le sous-espace des fonctions d’inte´grale nulle.
Commenc¸ons par rappeler la notion usuelle de trou spectral, valable dans le cas ou` la
mesure invariante est finie. Nous mentionnons aussi quelques faits connus que nous
comparerons plus tard au cas ou` la mesure est infinie.
2. Cas fini ; le trou spectral
Supposons ici que la mesure invariante µ est de masse totale finie : µ(X) <∞. Dans
ce cas, les fonctions constantes sur X appartiennent a` l’espace L2(X,µ). Dire que
l’action est ergodique revient a` dire que toute fonction σ-invariante dans L2(X,µ)
est constante. Le trou spectral renforce cette ide´e en disant qu’une fonction qui est
presque invariante est presque constante. Quantitativement :
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De´finition 3. — L’action Γ y (X,µ) a un trou spectral s’il existe un ensemble fini
S ⊂ Γ et une constante C > 0 tels que
(2.1) ‖F −
∫
X
Fdµ‖2 ≤ C
∑
g∈S
‖F − σg(F )‖2, pour tout F ∈ L2(X,µ).
Remarque 4. — Une action avec un trou spectral est fortement ergodique. En effet
pour tout ensemble mesurable A ⊂ X, la condition de trou spectral applique´e a` la
fonction indicatrice 1A s’e´crit(
µ(A)− µ(A)2)1/2 ≤ C∑
g∈S
µ(A∆gA)1/2.
L’ergodicite´ forte suit clairement de cette ine´galite´. La re´ciproque est fausse ; il existe
des actions fortement ergodiques qui n’ont pas un trou spectral [Sch81].
La notion de trou spectral est fondamentale, et son champ d’applications ne se re´sume
pas a` l’ergodicite´ forte ; donnons quelques applications supple´mentaires.
Premie`rement, le trou spectral est relie´ aux marches ale´atoires sur X et leur e´qui-
re´partition. Supposons que Γ est engendre´ par un ensemble syme´trique fini S. E´tant
donne´e l’action Γ y (X,µ), la marche ale´atoire (xn)n≥0 que nous conside´rons part
d’un point x0 ∈ X arbitraire, et le passage de xn a` xn+1 est obtenu en appliquant de
manie`re e´quiprobable un e´le´ment de S. Notons νS ∈ Prob(Γ) la mesure uniforme sur
l’ensemble S. Deux phe´nome`nes d’e´qui-re´partition peuvent eˆtre e´tudie´s :
a) on peut regarder la distribution de xn et la comparer a` la mesure µ,
b) on peut e´galement observer la trajectoire x0, x1, . . . , xn pour une re´alisation de la
marche, et se demander si ge´ne´riquement cette trajectoire forme un ensemble e´qui-
distribue´ sur X.
Pour ces deux questions, l’hypothe`se d’ergodicite´ suffit souvent a` conclure l’e´qui-
re´partition. Le trou spectral permet de de´terminer une vitesse de convergence.
Par exemple dans le sce´nario a), la loi µn de xn est la convole´e ν
∗n
S ∗ µ0, ou` µ0 est la
loi de x0 (par exemple un Dirac). Dans le cas des actions de translation Γ y G, un
re´sultat de Itoˆ et Kawada [KI40] assure que µn converge faiblement vers la mesure de
Haar de G de`s que Γ est dense dans G et e ∈ S. Le calcul simple qui suit montre que
sous l’hypothe`se de trou spectral l’e´qui-re´partition se fait exponentiellement vite, en un
certain sens. Notons tout d’abord que si l’action a un trou spectral alors, dans l’estime´e
(2.1), on peut choisir pour S n’importe quel ensemble fini qui engendre Γ (quitte a`
changer la constante C). On conside`re l’ope´rateur de moyenne TS := (
∑
s∈S σs)/|S|
sur L2(X,µ). L’ine´galite´ (2.1) implique, pour F ∈ L20(X,µ),
(2.2) ‖F‖22 ≤ C2|S|
∑
g∈S
‖F − σg(F )‖22 = 2C2|S|2(‖F‖22 − 〈TSF, F 〉).
Ce calcul montre que l’ope´rateur auto-adjoint TS a une norme c strictement infe´rieure
a` 1 sur L20(X,µ). Ainsi comme ope´rateur sur L
2(X,µ), la valeur propre 1 de TS est
isole´e, d’ou` l’appellation de trou spectral. Cela implique notamment l’ine´galite´ d’e´qui-
re´partition de la marche ale´atoire xn :∫
X
∣∣∣∣E(F (xn) |x0)− ∫
X
Fdµ
∣∣∣∣2 dµ(x0) = ‖T nS (F − ∫
X
Fdµ)‖22 ≤ c2n‖F −
∫
X
Fdµ‖22,
pour tout F ∈ L2(X,µ).
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Dans le sce´nario b), Kakutani [Kak51] a montre´ que l’ergodicite´ implique toujours
l’e´qui-re´partition, tandis que Furman et Shalom donnent des vitesses de convergence
sous l’hypothe`se de trou spectral [FS99]. Voici des e´nonce´s pre´cis.
The´ore`me 5 ([Kak51, FS99]). — Supposons que S engendre Γ et notons (xn)n≥0
la marche ale´atoire sur X de´crite ci-dessus.
1. Si l’action est ergodique alors pour toute fonction F ∈ L1(X,µ), pour µ-presque
tout point de de´part x0 et presque toute re´alisation de la marche, on a
lim
n
1
n
n∑
i=1
F (xi) =
∫
X
Fdµ.
2. Si de plus l’action a un trou spectral, alors pour tout ε > 0 et toute fonction
F ∈ L2(X,µ), pour µ-presque tout point de de´part x0 et presque toute re´alisation
de la marche, on a∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1
F (xi)−
∫
X
Fdµ
∣∣∣∣∣ = o
(
log1/2+ε n√
n
)
.
Furman et Shalom montrent e´galement un e´nonce´ dans l’esprit du The´ore`me central
limite. Le re´sultat d’e´qui-distribution est une application directe du The´ore`me er-
godique de Birkhoff. Le deuxie`me e´nonce´ estimant la vitesse repose aussi sur une
ine´galite´ maximale.
Deuxie`mement, la proprie´te´ de trou spectral d’une action profinie est relie´e aux graphes
expanseurs. Plus pre´cise´ment, supposons que Γ est re´siduellement fini et conside´rons
une suite de´croissante de sous-groupes normaux d’indice fini Γn < Γ d’intersection
triviale et notons X la limite profinie des quotients Γ/Γn. Alors l’action profinie
associe´e Γ y X a un trou spectral si et seulement s’il existe un ensemble ge´ne´rateur
fini S ⊂ Γ tel que les graphes de Schreier Sch(Γ/Γn, S) sont des graphes expanseurs.
On renvoie au livre de Lubotzky [Lub94] pour la de´finition des graphes expanseurs et
leurs applications.
Troisie`mement, le trou spectral est relie´ a` l’unicite´ des moyennes invariantes par
l’action. Voici un e´nonce´ pre´cis. La` encore, le lecteur pourra consulter [Lub94] pour
plus de de´tails.
The´ore`me 6. — Une action sur un espace de probabilite´ Γ y (X,µ) a un trou
spectral si et seulement si F 7→ ∫
X
Fdµ est la seule forme line´aire positive Γ-invariante
sur L∞(X,µ), a` multiplication scalaire pre`s.
Dans le cas particulier d’une action de translation Γ y (G, µ), ou` Γ est un sous
groupe dense d’un groupe compact G, dont la mesure de Haar est note´ µ, la condition
de trou spectral e´quivaut a` dire que µ est la seule moyenne sur G (i.e. mesure de
probabilite´ finiment additive) qui soit Γ-invariante et de´finie sur tous les ensembles
Haar-mesurables.
E´le´ments de de´monstration. — La premie`re assertion repose sur de l’analyse fonction-
nelle et est due a` Rosenblatt [Ros81]. Tout d’abord supposons que l’action ait un trou
spectral. Si Φ : L∞(X,µ) → C est une forme line´aire positive Γ-invariante, elle peut
eˆtre approxime´e pour la topologie pre´-faible par une suite (ge´ne´ralise´e) de fonctions
fn ∈ L1(X,µ). Autrement dit Φ(F ) = limn
∫
X
fnFdµ. Comme Φ est Γ-invariante,
on de´duit que fn − g · fn tend faiblement vers 0 pour tout g ∈ Γ. En utilisant le
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the´ore`me de Hahn-Banach, on peut en fait supposer que ‖fn − g · fn‖1 tend vers 0,
quitte a` prendre des combinaisons convexes des fn. Mais alors les fonctions
√
fn sont
presque invariantes dans L2(X,µ) et l’hypothe`se de trou spectral implique qu’elles sont
presque constantes. C’est aussi le cas des fonctions fn. On ve´rifie alors que leur limite
pre´-faible Φ est un multiple de la mesure de Haar.
L’ide´e de la re´ciproque est la suivante. Si l’action n’a pas un trou spectral on peut
trouver une suite de fonctions fn ∈ L2(X,µ) d’inte´grale nulle telles que ‖fn‖2 = 1
pour tout n et limn ‖fn − σg(fn)‖2 = 0 pour tout g ∈ Γ. On peut alors de´finir une
forme line´aire positive Φ : F 7→ limn
∫
X
|fn|2Fdµ, (ou` limn de´signe une forme line´aire
positive sur `∞(N) qui e´tend la limite usuelle). On ve´rifie que Φ est Γ-invariante. Pour
conclure il reste a` ve´rifier que Φ ainsi obtenue n’est pas l’inte´gration par rapport a`
la mesure µ. Cela n’est pas clair sous la seule hypothe`se que les fn sont d’inte´grale
nulle. En pratique, on modifie au pre´alable les fonctions fn pour s’assurer qu’elles sont
supporte´es sur des ensembles Xn de plus en plus petits, par exemple µ(Xn) ≤ 1/2n+1.
Cela implique que l’ensemble A :=
⋃
n≥1Xn ve´rifie Φ(1A) = 1 alors que µ(A) ≤ 1/2,
ce qui montre que Φ n’est pas l’inte´gration par rapport a` µ. La mise en oeuvre de
cette ide´e est de´licate ; on renvoie a` [Ros81] pour les de´tails techniques.
Expliquons maintenant comment la deuxie`me assertion de´coule de la premie`re. Sup-
posons d’abord que la mesure de Haar est la seule moyenne Γ-invariante surG. Prenons
une forme line´aire positive Φ sur L∞(G, µ) qui est Γ-invariante. Quitte a` la renor-
maliser on peut supposer que Φ(1G) = 1, de sorte que l’application A 7→ Φ(1A),
de´finie pour tout sous-ensemble Haar-mesurable A ⊂ G, est une moyenne Γ-invariante
sur G. Elle coincide donc avec la mesure de Haar, ce qui implique que Φ est la forme
line´aire F 7→ ∫
G
Fdµ. Nous de´duisons alors de la premie`re assertion que l’action a un
trou spectral.
La re´ciproque repose sur des arguments de de´composition paradoxale a` la Tarski.
Supposons que l’action a un trou spectral et conside´rons une moyenne ν sur G qui
est Γ-invariante et de´finie sur les ensembles Haar-mesurables. Nous voulons prouver
que ν est la mesure de Haar. Si G est fini (et donc Γ = G), il est e´vident que ν est
la mesure de comptage. On suppose donc que G est infini, et donc que sa mesure
de Haar n’a pas d’atome. Le fait que l’action a un trou spectral implique alors que
Γ est non-moyennable [dJR79]. En adaptant la preuve de [Lub94, Theorem 2.1.17]
on de´duit alors que deux ensembles A,B ⊂ G d’inte´rieur non-vide sont toujours Γ-
e´quide´composables, au sens ou` on peut trouver une partition finie A =
⊔k
i=1 Ai et
des e´le´ments g1, . . . , gk ∈ Γ tels que (g1A1, . . . , gkAk) forme une partition de B. On
peut alors reproduire la preuve de [Lub94, Proposition 2.2.12] pour conclure que ν est
absolument continue par rapport a` µ, au sens ou` ν(A) = 0 pour tout sous ensemble tel
que µ(A) = 0. Ainsi l’application 1A ∈ L∞(G, µ) 7→ ν(A) est bien de´finie et s’e´tend en
une forme line´aire positive Γ-invariante sur l’ensemble des fonctions e´tage´es sur G, que
l’on peut prolonger par continuite´ a` L∞(G, µ). On conclut alors graˆce a` la premie`re
partie du the´ore`me.
Le re´sultat pre´ce´dent a e´te´ un ingre´dient cle´ dans la re´ponse au proble`me de Banach-
Ruziewicz obtenue par Margulis [Mar80], Sullivan [Sul81] et Drinfeld [Dri84]. Ce
proble`me, pose´ a` Banach par Ruziewicz, demandait si la mesure de Lebesgue sur la
sphe`re Sd−1 et sur l’espace euclidien Rd, d ≥ 2 e´tait la seule mesure finiment additive
invariante par isome´tries.
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En 1923, Banach rapporte cette question de Ruziewicz et de´montre que pour R et R2
(et aussi le cercle S1), ce n’est pas le cas [Ban23]. Il laisse le proble`me ouvert dans les
autres cas. Il faudra attendre presque 60 ans pour que les travaux de Schmidt [Sch80]
et Rosenblatt [Ros81] permettent de de´montrer le The´ore`me 6, offrant une strate´gie
pour montrer que dans les cas de Sd−1, d ≥ 3, la mesure de Lebesgue est bien la seule
moyenne invariante par isome´tries. Les travaux de Margulis, Sullivan et Drinfeld ont
ainsi consiste´ a` trouver un sous-groupe de SO(d) qui agisse sur la sphe`re avec un trou
spectral. Margulis et Sullivan ont re´ussi (inde´pendamment) dans le cas ou` d ≥ 5 en
utilisant la proprie´te´ (T) de Kazhdan, puis Drinfeld est parvenu a` traiter les cas d = 3
et d = 4 correspondant a` S2 et S3 respectivement.
Aujourd’hui beaucoup d’autres re´sultats de trou spectral ont e´te´ de´montre´s. En voici
l’un des points culminants.
The´ore`me 7 (Bourgain-Gamburd [BG08, BG12], Benoist-de Saxce´
[BdS16b])
Soit G un groupe de Lie compact connexe simple et Γ < G un sous-groupe dense.
Notons Ad la repre´sentation adjointe de G sur son alge`bre de Lie G et supposons qu’il
existe une base de G dans laquelle les e´le´ments Ad(g), g ∈ Γ ont des coefficients qui
sont des nombres alge´briques.
Alors l’action de translation Γ y G a un trou spectral.
On renvoie a` [BL18] pour un panorama des techniques utilise´es et autres re´sultats.
On conjecture que tout sous groupe de´nombrable dense de SO(d) agit sur SO(d) (et
donc aussi sur la sphe`re) avec un trou spectral.
Concernant le proble`me de Banach-Ruziewicz sur Rd, d ≥ 3, Margulis a re´solu le
proble`me en ge´ne´ralisant l’ide´e du trou spectral [Mar82]. C’est ce qui a motive´ la
de´finition du trou spectral local qui suit.
3. Cas ge´ne´ral : le trou spectral local
Avant de de´finir le trou spectral local, observons de´ja` une diffe´rence avec le cas fini
concernant l’ergodicite´. Comme e´voque´ plus haut, dans le cas fini, l’action est er-
godique si et seulement si toute fonction Γ-invariante F ∈ L2(X,µ) est constante. En
revanche, dans le cas ou` la mesure est infinie il n’y a pas de tel crite`re d’ergodicie´
faisant uniquement intervenir la repre´sentation de Koopman. En effet il peut exister
des ensembles invariants de mesure infinie (et dont le comple´mentaire est de mesure
infinie). La fonction indicatrice d’un tel ensemble n’est pas de carre´ inte´grable.
Pour de´finir la notion de trou spectral local, nous allons conside´rer une feneˆtre finie,
i.e. un ensemble B ⊂ X de mesure finie (et non-nulle). On notera alors ‖F‖2,B :=
(
∫
B
|f |2dµ)1/2, pour tout F ∈ L2(X,µ).
De´finition 8. — Fixons B ⊂ X tel que 0 < µ(B) < ∞. L’action Γ y (X,µ) a un
trou spectral local, par rapport a` B, s’il existe un ensemble fini S ⊂ Γ et une constante
C > 0 tels que
(3.1) ‖F − 1
µ(B)
∫
B
Fdµ‖2,B ≤ C
∑
g∈S
‖F − σg(F )‖2,B, pour tout F ∈ L2(X,µ).
TROU SPECTRAL LOCAL POUR DES ACTIONS DE TRANSLATIONS 7
Qualitativement, cette ine´galite´ dit que toute fonction presque invariante dans la
feneˆtre B est presque constante sur B. On ve´rifie que si Γ · B = X alors cette
proprie´te´ implique l’ergodicite´.
Concernant le choix de la feneˆtre B, on ve´rifie que si B,B′ ⊂ X, sont deux ensembles
de mesure finie non-nulle tels qu’il existe un ensemble fini S ⊂ Γ ve´rifiant B ⊂ S · B′
et B′ ⊂ S · B, alors le trou spectral local par rapport a` B e´quivaut au trou spectral
local par rapport a` B′.
Attention cependant, le choix de B a son importance en ge´ne´ral. Par exemple si X
est de mesure finie et B = X, on retrouve la de´finition du trou spectral. En revanche
Marrakchi a montre´ le re´sultat suivant qui dit que si on ne spe´cifie pas le choix de B
on retrouve l’ergodicite´ forte. Mais ces notions ne sont pas e´quivalentes en ge´ne´ral,
[Sch81].
The´ore`me 9 ([Mar18]). — L’action Γ y (X,µ) est fortement ergodique si et seule-
ment s’il existe B ⊂ X de mesure finie non-nulle telle que l’action ait un trou spectral
local par rapport a` B.
Dans les cas qui nous inte´ressent, l’action Γ y X ve´rifie des hypothe`ses supple´mentaires:
Hypothe`se 10. — X est un espace topologique localement compact, le groupe agit
par home´omorphismes et la mesure est une mesure de Radon telle que tout ouvert de
X est de mesure non-nulle.
Sous ces hypothe`ses, et si de plus l’action est ergodique, on voit que pour toute paire
de sous ensembles B,B′ relativement compacts, d’inte´rieur non-vide, il existe S ⊂ Γ
fini tel que B ⊂ S ·B′ et B′ ⊂ S ·B. Dans ces cas nous parlerons de trou spectral local
pour de´signer la notion de trou spectral local par rapport a` n’importe quel sous-ensemble
relativement compact, d’inte´rieur non-vide.
3.1. Applications. — Comme le trou spectral usuel, cette version locale admet un
certain nombre de conse´quences.
Rigidite´ sous e´quivalence orbitale. — Comme premie`re application du trou spectral
local, nous avons mentionne´ plus haut le re´sultat de Marrakchi qui relie trou spectral
local et ergodicite´ forte. Le fait que le trou spectral local implique l’ergodicite´ forte
est facile a` ve´rifier, et montre que toute action de translation Γ y G avec un trou
spectral local ve´rifie le the´ore`me de rigidite´ de Ioana mentionne´ plus haut.
Unicite´ de la mesure finiment additive invariante. — Dans [BISG17], nous montrons
le re´sultat suivant pour des actions de translation.
The´ore`me 11 ([BISG17], Theorem 7.1). — Soient G un groupe localement com-
pact se´parable et Γ < G un sous-groupe de´nombrable dense. Notons µ une mesure de
Haar sur G. Les proprie´te´s suivantes sont e´quivalentes.
(i) L’action de translation Γ y (G, µ) a un trou spectral local ;
(ii) L’action est fortement ergodique ;
(iii) F 7→ ∫
G
Fdµ est la seule forme line´aire positive Γ-invariante (a` multiplication
scalaire pre`s) sur l’alge`bre L∞c (G, µ) des fonctions mesurables borne´es a` support
compact sur G.
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(iv) La mesure de Haar est, a` multiplication scalaire pre`s, la seule mesure finiment
additive Γ-invariante de´finie sur la tribu des ensembles Haar-mesurables relative-
ment compacts.
Ce re´sultat ge´ne´ralise des re´sultats analogues dans le cas ou` G est compact. D’une
part, l’e´quivalence entre (i), (iii) et (iv) ge´ne´ralise le The´ore`me 6 ci-dessus et la preuve
suit globalement les meˆmes ide´es, bien que certains de´tails techniques requie`rent plus
de travail. Notamment pour de´duire (iv) de (iii) il faut a` nouveau montrer un re´sultat
de continuite´ absolue par rapport a` µ. Notre argument requiert de trouver un sous
groupe libre non-discret dans Γ, et repose donc sur la structure des groupes localement
compacts et l’alternative de Tits de Breuillard et Gelander [BG07].
L’e´quivalence entre (i) et (ii) dans le cas ou` G est compact est un re´sultat duˆ a` Abert
et E´lek [AE12, Theorem 4]. Leur preuve repose sur le fait que l’action a` droite de
G sur lui-meˆme commute avec l’action a` gauche Γ y G. Cet ingre´dient est toujours
valable dans le cas non-compact, et nous parvenons a` e´tendre leur preuve dans le cas
ge´ne´ral.
Marches ale´atoires. — Mentionnons ici une non-application. Comme nous l’avons
vu plus haut, dans le cas fini le trou spectral usuel implique des proprie´te´s
d’e´quidistribution de certaines marche ale´atoires. Les choses ne sont pas aussi
claires dans le cas du trou spectral local. Tout d’abord on ne sait pas prescrire les
ge´ne´rateurs qui de´finissent la marche ale´atoire :
Question 12. — Si une action Γ y (X,µ) satisfait la condition de trou spectral
local (3.1) et si T ⊂ Γ est un ensemble fini engendrant le groupe Γ, est-ce que cette
condition (3.1) est aussi satisfaite avec S = T , quitte a` modifier la constante C ?
La deuxie`me obstruction concernant l’e´tude d’une marche ale´atoire tient au fait que la
feneˆtre finie qu’on regarde n’est pas Γ-invariante. Plus pre´cise´ment, la condition (3.1)
ne donne pas directement d’information sur l’ope´rateur de moyenne TS =
1
|S|
∑
g∈S σg
mais plutoˆt sur l’ope´rateur 1BTS. En effet un calcul similaire a` celui fait en (2.2)
conduit a` l’existence d’une constante c > 0 telle que
2<(〈F, 1BTS(F )〉) ≤ (1− c)‖F‖22,B +
1
|S|
∑
g∈S
‖σg(F )‖22,B,
pour tout F ∈ L2(G) telle que ∫
B
Fdµ = 0. Noter que le terme de droite peut eˆtre
majore´ grossie`rement par (2 − c)‖F‖22. Une telle condition semble difficilement ex-
ploitable. Nous parvenons ne´anmoins dans certains cas a` prouver un re´sultat plus fort
que le trou spectral local, qui implique l’e´quipartition de certaines marches ale´atoires
et permet de construire certains graphes expanseurs, voir [BISG17, Corollaries G,H].
E´quide´composabilite´ mesurable. — On se place sous les hypothe`ses 10. On se pose la
question suivante : e´tant donne´s deux sous-ensembles A,B ⊂ X, peut-on partitionner
A avec des ensembles mesurables A1, . . . , An et trouver des e´le´ments g1, . . . , gn ∈ Γ
tels que la famille g1A1, . . . , gnAn forme une partition de B? On dira alors que A et
B sont mesurablement Γ-e´quide´composables.
Si l’on ne requiert pas que les e´le´ments de la partition soient mesurables, on dira
simplement que A et B sont e´quide´composables. Dans ce cas simplifie´, cette question
est relie´ a` la notion de moyennabilite´ comme l’a de´couvert von Neumann [vN29].
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En 2016, Grabowski-Ma´the´-Pikhurko ont relie´ cette question dans le cas mesurable au
trou spectral local. Leur point de vue est diffe´rent du notre, et met au premier plan
la feneˆtre finie B. Voici leur re´sultat.
The´ore`me 13 ([GMP16]). — Conside´rons une action Γ y (X,µ) qui a un trou
spectral local par rapport a` un sous ensemble B ⊂ X de mesure finie non-nulle.
Soit A ⊂ X un sous-ensemble mesurable. Alors A et B sont mesurablement Γ-
e´quide´composables si et seulement s’ils sont Γ-e´quide´composables et ont meˆme mesure.
3.2. Exemples. — Le principal re´sultat que nous montrons dans [BISG17]
ge´ne´ralise le The´ore`me 7 duˆ a` Bourgain-Gamburd, et Benoist-de Saxce´.
The´ore`me 14 ([BISG17]). — Soit G un groupe de Lie simple connexe, et Γ un
sous-groupe de´nombrable dense de G. Notons Ad la repre´sentation adjointe de G sur
son alge`bre de Lie G et supposons qu’il existe une base de G dans laquelle les e´le´ments
Ad(g), g ∈ Γ ont des coefficients alge´briques.
Alors l’action de translation Γ y G a un trou spectral local.
On renvoie a` l’introduction de [BISG17], et particulie`rement a` la Section I.4 pour
des explications concernant la preuve et les principales nouveaute´s par rapport au
cas compact. Mentionnons aussi que les ingre´dients principaux dans la preuve de ce
re´sultat ont e´te´ ge´ne´ralise´s pour les groupes de Lie parfaits connexes dans [BdS16a]
et [HdS18]. L’e´nonce´ est donc aussi valable dans ce cadre.
Dans [BI18], nous nous sommes inte´resse´ au cas des groupes d’isome´tries de Rd:
Γ < G = Isom(Rd). Noter que G est un groupe parfait et les re´sultats re´cents
de [HdS18] s’appliquent, ce qui permet de de´duire le trou spectral local sous des
hypothe`ses d’alge´bricite´ des coefficients des e´le´ments de Γ. Le re´sultat principal de
[BI18] montre aussi une proprie´te´ de trou spectral, mais les hypothe`ses sont diffe´rentes
et ne portent que sur la partie line´aire de Γ (mais on suppose toujours que Γ est dense
dans G).
The´ore`me 15 ([BI18]). — Prenons d ≥ 3 et notons G = Isom(Rd) ' Rd o SO(d).
Notons θ : G → SO(d) le morphisme qui a` une isome´trie associe sa partie line´aire.
Prenons un sous-groupe dense Γ < G et supposons que l’action de translation de θ(Γ)
sur SO(d) a un trou spectral.
Alors l’action Γ y G a un trou spectral local.
Noter que la conclusion du the´ore`me pre´ce´dent implique que l’action Γ y Rd a aussi un
trou spectral local. En effet, si G a un trou spectral local, nous pouvons choisir comme
feneˆtre finie B ⊂ G un ensemble de la forme B = B0 × SO(d), ou` B0 est un ouvert
borne´ de Rd (ici nous identifions G avec Rd × SO(d) comme espaces mesure´s). Alors
pour F ∈ L2(Rd), nous pouvons appliquer l’ine´galite´ (3.1) a` F˜ : (x, σ) ∈ G 7→ F (x).
Il suit que F ve´rifie (3.1) avec la meˆme constante C, le meˆme ensemble fini S ⊂ Γ et
B0 a` la place de B.
En combinant ce re´sultat avec le The´ore`me 13 nous obtenons le corollaire suivant.
Corollaire 16. — Prenons Γ < G comme dans le the´ore`me 15. Soient A,B ⊂ Rd
deux ensembles mesurables borne´s d’inte´rieur non-vide. Alors A et B sont mesurable-
ment Γ-e´quide´composables si et seulement si ils ont meˆme mesure.
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Dans le reste de ce texte je vais pre´senter les principales e´tapes de la preuve du
The´ore`me 15. Je renvoie a` [BI18] pour les de´tails pre´cis. Cette preuve est beaucoup
plus simple que celle du The´ore`me 14. Cela n’est pas si surprenant puisque l’hypothe`se
dans l’e´nonce´ est du meˆme ordre que sa conclusion : une hypothe`se de trou spectral.
Cependant, nous allons voir que ce the´ore`me est relie´ aux re´sultats de Lindenstraus et
Varju` [LV16], qui reposent sur la meˆme hypothe`se mais dont l’argument est beaucoup
plus sinueux. En fait notre approche simplifie leur preuve.
4. Preuve du The´ore`me 15
Dans toute cette section nous allons noter G = Rd o SO(d) le groupe d’isome´tries de
Rd, et nous supposerons d ≥ 3 (c’est une condition ne´cessaire pour que l’hypothe`se du
The´ore`me 15 soit satisfaite).
4.1. Un crite`re de trou spectral local. — Le groupe G = Isom(Rd) ' RdoSO(d)
est un groupe moyennable. Dans cette situation le re´sultat suivant donne une car-
acte´risation du trou spectral local uniquement en termes de la repre´sentation re´gulie`re.
Autrement dit, cette caracte´risation n’implique plus de restreindre des fonctions sur
une feneˆtre finie. Ce crite`re est duˆ a` Margulis [Mar82], et est la cle´ de sa solution
au proble`me de Banach Ruziewicz. Plus pre´cise´ment, Margulis utilise ce crite`re pour
montrer que l’action Gy Rd, d ≥ 3 a un trou spectral local.
Proposition 17. — Soit G un groupe localement compact a` base de´nombrable,
moyennable et Γ < G un sous groupe de´nombrable dense. L’action Γ y G a un trou
spectral local si et seulement si pour tout compact K ⊂ G il existe une constante
C > 0 et un ensemble fini S ⊂ Γ tels que
(4.1) sup
g∈K
‖F − σg(F )‖2 ≤ C0 sup
g∈S
‖F − σg(F )‖2, pour tout F ∈ L2(G).
Ici σ de´signe la repre´sentation re´gulie`re gauche de G. En restriction a` Γ, cette
repre´sentation correspond bien a` la repre´sentation de Koopman associe´e a` l’action
de translation et les notations sont cohe´rentes.
De´monstration. — Montrons seulement que cette condition implique le trou spectral
local. Nous n’utiliserons pas la re´ciproque. Supposons par l’absurde que la condition
de l’e´nonce´ est satisfaite mais que l’action Γ y G n’a pas un trou spectral local par
rapport a` un certain sous-ensemble B d’inte´rieur non-vide et relativement compact.
Supposons que µ(B) = 1. On peut alors construire une suite de fonctions Fn telles
que
∫
B
Fndµ = 0 et ‖Fn‖2,B = 1 pour tout n tandis que limn ‖Fn − σg(Fn)‖2,B = 0
pour tout g ∈ Γ.
Quitte a` prendre une sous-suite, on peut supposer que la masse des Fn s’e´quire´partit
dans G, au sens ou` la mesure de Radon ν : C ⊂ G 7→ limn
∫
C
|F 2n |dµ est bien de´finie et
e´gale a` la mesure de Haar µ. Le fait qu’une telle mesure ν existe vient de l’hypothe`se
que G est a` base de´nombrable d’ouverts et d’un argument d’extraction diagonale. De
plus, l’hypothe`se de presque invariance de la suite Fn implique que ν(gC) = ν(C) pour
tout C ⊂ B et tout g ∈ Γ. Il suit que cette e´galite´ a encore lieu si C est contenu dans
un translate´ hB de B, h ∈ G, et finalement, reste valable pour tout sous-ensemble C
relativement compact de G. Cela implique bien que ν est G-invariante. C’est donc
une mesure de Haar sur G, qui ve´rifie ν(B) = 1, i.e. ν = µ.
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Par ailleurs, quitte a` encore extraire une sous-suite, on peut supposer que pour tout
ensemble mesurable relativement compact C ⊂ G, la suite 1CFn converge faiblement
vers 0. En effet, toujours par un argument d’extraction diagonale, on peut trouver
une fonction F ∈ L2loc(G) telle que 1CFn converge faiblement vers 1CF pour tout C
relativement compact. Mais alors on ve´rifie que F est Γ-invariante, donc constante,
par densite´ de Γ dans G. Mais comme
∫
B
Fdµ = limn
∫
B
Fndµ = 0 on conclut que
F = 0.
Prenons maintenant un compact K ⊂ G d’inte´rieur non-vide et choisissons C0 > 0 et
S ⊂ Γ fini tels que (4.1) soit satisfaite. Comme G est moyennable, on peut trouver un
ouvert relativement compact C ⊂ G tel que supg∈S µ(C∆gC) ≤ µ(C)/4C20 .
On de´finit alors la suite tronque´e ξn := Fn1C ∈ L2(G), dont la norme 2 converge vers
µ(C)1/2 puisque la masse des Fn est asymptotiquement e´quire´partie. Pour tout g ∈ S,
on majore
lim sup
n
‖ξn − σg(ξn)‖2 = lim sup
n
‖Fn1C − σg(Fn)1gC‖2
≤ lim sup
n
(‖Fn − σg(Fn)‖2,C + ‖|σg(Fn)|1gC∆C‖2)
≤ 0 + µ(C∆gC)1/2 ≤ µ(C)1/2/2C0.
L’e´quation (4.1) implique alors que pour fout g ∈ K, lim supn ‖ξn − σg(ξn)‖2 ≤
µ(C)1/2/2. En de´finissant l’ope´rateur de moyenne TK : ξ ∈ L2(G) 7→ 1Kµ(K) ∗ ξ ∈ L2(G),
on ve´rifie alors que
lim sup
n
‖TK(ξn)− ξn‖2 ≤ lim sup
n
1
µ(K)
∫
K
‖σg(ξn)− ξn‖2dµ(g) ≤ µ(C)1/2/2.
Mais la restriction de TK a` L
2(C) est un ope´rateur compact. Comme la suite (ξn)n est
borne´e dans L2(C) et tend faiblement vers 0, son image (TK(ξn))n tend vers 0 en norme.
L’ine´galite´ pre´ce´dente est alors incompatible avec le fait que limn ‖ξn‖2 = µ(C)1/2.
Noter que cette formulation du trou spectral local est plus favorable a` l’e´tude des
marches ale´atoires. En effet l’ensemble S qui figure dans l’ine´galite´ (4.1) est flexible,
au sens ou`, quitte a` modifier la constante C, on peut choisir pour S n’importe quel
ensemble ge´ne´rateur fini de Γ. De plus l’ine´galite´ implique une ine´galite´ sur l’ope´rateur
de marche ale´atoire TS associe´ de la forme
<(TS) ≤ 1− c(1−<(TK)),
ou` c est une constante strictement positive et TK est l’ope´rateur compact F 7→
1
µ(K)
∫
K
σg(F )dµ(g). <(T ) de´signe la partie re´elle (T + T ∗)/2 d’un ope´rateur T . Ainsi
si on peut diagonaliser explicitement l’ope´rateur auto-adjoint compact <(TK), on peut
espe´rer de´duire des informations sur la marche ale´atoire associe´e a` S.
4.2. La repre´sentation re´gulie`re de Isom(Rd). — Pour de´montrer la condition de
la Proposition 17 on va commencer par de´sinte´grer la repre´sentation re´gulie`re gauche
de G = Rd o SO(d). Pour x ∈ Rd, on note pix la repre´sentation de G sur L2(SO(d))
donne´e par la formule
(pix(g)F ) (ω) = e
−2ipi〈ωx,v〉F (r−1ω),
pour tout g = (v, r) ∈ Rd o SO(d), F ∈ L2(SO(d)), et ω ∈ SO(d).
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Lemme 18. — La repre´sentation re´gulie`re de G est conjugue´e a` la repre´sentation∫ ⊕
Rd pixdx.
De´monstration. — On conside`re les deux unitaires U et F sur L2(G) = L2(Rd×SO(d))
de´finis par les formules
U(F )(x, ω) = F (ωx, ω) et F(F )(x, ω) =
∫
Rd
e−2ipi〈x,ξ〉F (ξ, ω)dξ,
pour tout F ∈ L2(Rd × SO(d)), x ∈ Rd, ω ∈ SO(d). Avec ces meˆmes notations, et en
prenant g = (v, r) ∈ Rd o SO(d), on calcule :
F(σgF )(ωx, ω) =
∫
Rd
e−2ipi〈ωx,ξ〉F (g−1(ξ, ω))dξ
=
∫
Rd
e−2ipi〈ωx,ξ〉F (r−1(ξ − v), r−1ω)dξ
=
∫
Rd
e−2ipi〈ωx,rξ+v〉F (ξ, r−1ω)dξ = e−2ipi〈ωx,v〉F(F )(r−1ωx, r−1ω).
Ainsi on obtient UF(σgF )(x, ω) = e−2ipi〈ωx,v〉(UF)(F )(x, r−1ω) = pix(g)(F˜x)(ω), ou` F˜x
de´signe la fonction ω 7→ (UF)(F )(x, ω). On voit donc que l’unitaire UF entrelace la
repre´sentation re´gulie`re σ avec l’inte´grale directe
∫ ⊕
Rd pixdx.
4.3. Un re´sultat sur les repre´sentations pix. — Le the´ore`me suivant donne une
majoration de la norme de certains ope´rateurs de moyenne Tx =
1
|S|
∑
g∈S pix(g) sur
L2(SO(d)), en fonction de x. Ce genre de majoration, en ge´ne´ral de´montre´ pour
des ope´rateurs analogues sur L2(Sd−1), permet typiquement de montrer un the´ore`me
limite local dans Rd portant sur la marche ale´atoire (Xn)n dans Rd qui part d’un point
arbitraire et dont chaque pas est obtenu en tirant un de´placement de S au hasard.
Plus pre´cise´ment, lorsque n tend vers l’infini, la distribution de Xn dans une boule
de Rd tend, apre`s une bonne renormalisation, vers la mesure de Lebesgue sur cette
boule. Notamment cette strate´gie apparait dans [Kaz65] et [Gui76] ou` le cas d = 2
est traite´ (noter dans ce cas que l’hypothe`se de trou spectral n’a pas lieu, mais la
commutativite´ de SO(2) est une proprie´te´ tre`s forte). Une version plus pre´cise est
pre´sente´e dans la the`se de Breuillard [Bre04], ou` la bonne renormalisation ne´cessaire
a` la convergence est explicite´e. La de´monstration pre´sente´e dans [Bre04, The´ore`me]
s’applique identiquement a` Rd, d ≥ 3 de`s lors que la conclusion du the´ore`me ci-dessous
a lieu. Ainsi le the´ore`me limite local est ve´rifie´ sous des hypothe`ses de trou spectral
pour la partie de rotation des e´le´ments de S. Signalons que ce cas e´tait de´ja` connu de
Conze et Guivarc’h [CG13] et d’ailleurs le the´ore`me limite local est a` pre´sent connu
pour Rd, d ≥ 3 sous des hypothe`ses tre`s ge´ne´rales, comme l’a de´montre´ Varju` [Var15]
par des me´thodes plus sophistique´es.
Mentionnons enfin que le the´ore`me ci-dessous ge´ne´ralise un e´nonce´ du a` Lindenstrauss
et Varju` [LV16, Theorem 2.1], mais nous simplifions largement leur preuve.
The´ore`me 19. — Prenons un ensemble syme´trique fini S ⊂ G. Pour x ∈ Rd on
note Tx l’ope´rateur sur L
2(SO(d)) de´fini par Tx =
1
|S|
∑
g∈S pix(g). On suppose que
(1) les e´le´ments de S n’ont pas de point fixe commun sur Rd et
(2) T0 a un trou spectral : il existe une constante α > 0 telle que pour toute fonction
d’inte´grale nulle F ∈ L2(SO(d)) on a ‖T0(F )‖2 ≤ (1− α)‖F‖2.
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Alors il existe une constante c0 > 0 telle que ‖Tx‖ ≤ 1 − c0 min(1, |x|2), pour tout
x ∈ Rd.
Noter que la repre´sentation pi0 n’est autre que la composition de la projection θ :
G → SO(d) avec la repre´sentation re´gulie`re de SO(d). On voit alors que l’hypothe`se
(2) e´quivaut au fait que l’action θ(Γ) y SO(d) a un trou spectral, ou` Γ < G est le
sous-groupe engendre´ par S. Noter de plus que la condition (1) est automatiquement
satisfaite de`s lors que Γ est dense dans G. Ainsi, si on prend Γ comme dans le The´ore`me
15 alors n’importe quel ensemble ge´ne´rateur fini S de Γ satisfait les conditions (1) et
(2). Si Γ n’est pas de type fini, on a en fait besoin d’un raffinement du The´ore`me 19,
mais nous ne discuterons pas ce cas.
On ve´rifie facilement que les deux e´tapes suivantes suffisent a` montrer ce re´sultat :
– Pour x de petite norme, on montre l’ine´galite´ quadratique 1−‖Tx‖ ≥ c1|x|2 pour
une constante c1 > 0 ;
– On montre que si pour une valeur donne´e de x, ‖Tx‖ < 1 alors pour tous les
y ∈ Rd tel que |y| ≥ |x|, on a ‖Ty‖ < 1− c2 avec c2 qui ne de´pend pas de y, mais
seulement de la quantite´ 1− ‖Tx‖.
Concernant la premie`re e´tape, mentionnons seulement que lorsque |x| est petit,
l’ope´rateur Tx est proche de T0. On utilise alors une premie`re fois l’hypothe`se de trou
spectral de T0 pour exprimer que ‖Tx‖ est grossie`rement e´gal a` ‖Tx1‖. On peut alors
effectuer un de´veloppement limite´ de l’exponentielle qui apparait dans la formule de
pix.
Donnons quelques de´tails sur la deuxie`me e´tape. La principale nouveaute´ qui sim-
plifie beaucoup l’argument par rapport a` l’argument de Lindenstrauss et Varju´ est
l’utilisation de la repre´sentation re´gulie`re droite de SO(d) sur L2(SO(d)). Cela im-
plique le lemme suivant.
Lemme 20. — Si x, y ∈ Rd sont de meˆme norme alors ‖Tx‖ = ‖Ty‖.
De´monstration. — Notons ρ la repre´sentation re´gulie`re droite de SO(d), donne´e par
la formule ρg(F )(ω) = F (ωg) pour tout F ∈ L2(SO(d)), ω, g ∈ SO(d). Un calcul
montre que ρgTxρ
∗
g = Tgx, pour x ∈ Rd et g ∈ SO(d). Comme les ope´rateurs ρg
sont unitaires et SO(d) agit transitivement sur toute sphe`re {|x| = r}, pour r ≥ 0, le
re´sultat suit.
Cette observation simple se combine particulie`rement bien avec le lemme suivant, qui
de´coule des preuves des Lemmes 3.3 et 3.4 [LV16]. Cette ide´e apparaˆıt e´galement
dans [CG13, Proposition 3.10].
Lemme 21. — Il existe une constante C > 0 (qui de´pend du trou spectral de T0)
telle que pour tous x, y ∈ Rd, on a
1− ‖Tx−y‖ ≤ C max(1− ‖Tx‖, 1− ‖Ty‖).
E´le´ments de de´monstration. — Ce lemme repose sur trois observations. On renvoie a`
[LV16, Section 3] pour les de´tails et quantifications pre´cises.
La premie`re observation est classique, elle dit grossie`rement que la norme de Tx est
proche de 1 si et seulement s’il existe une fonction F qui est presque invariante sous
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les pix(g), g ∈ S (on suppose que e ∈ S). Cela repose sur le calcul suivant. Soit
F ∈ L2(SO(d)) de norme 1 telle que ‖TxF‖22 ≥ (1− ε). Alors nous avons∑
g,h∈S
‖pix(g−1h)F − F‖22 = 2
∑
g,h∈S
(1− 〈pix(g−1h)F, F 〉)
= 2|S|2(1− 〈T ∗xTxF, F 〉) ≤ 2|S|2ε.
La deuxie`me observation est une e´galite´ formelle. Pour tous x, y ∈ Rd, g ∈ G, et
F1, F2 ∈ L2(SO(d)), nous avons
pix−y(g)F1F2 = (pix(g)F1)(piy(g)F2).
Le raisonnement pour conclure le lemme est alors le suivant : si F1 est presque invari-
ante sous les pix(g), g ∈ S, et F2 est presque invariante sous les piy(g), alors F1F2 sera
presque invariante sous les pix−y(g).
Mais il y a un proble`me quand on essaie de quantifier cette presque invariance de F1F2 :
on n’arrive pas a` priori a` controˆler la norme 2 de cette fonction. En fait pour certaines
fonctions F1 et F2 le produit F1F2 n’est meˆme pas dans L
2 ! Remarquons tout de
meˆme que si F1 et F2 sont de module constant e´gal a` 1, alors c’est aussi le cas de F1F2.
Le raisonnement ci-dessus sera donc valable si on parvient a` montrer que pour tout x
tel que ‖Tx‖ ≥ 1−ε, il existe une fonction radiale F telle que ‖TxF‖2 ≥ (1−Cε)‖F‖2,
pour une constante universelle C.
La troisie`me observation est que si F est presque invariante sous les pix(g), g ∈ S
alors sa valeur absolue |F | est presque invariante sous les pi0(g). L’hypothe`se de trou
spectral sur T0 nous dit donc que |F | est presque constante. En d’autre termes, F est
poche en norme 2 d’une fonction de module constant, et nous pouvons appliquer le
raisonnement ci-dessus.
Le lemme suivant conclut la deuxie`me e´tape de la de´monstration du The´ore`me 19.
Lemme 22. — Soit C > 0 la constante donne´e par le lemme pre´ce´dent. Pour tous
x, x′ ∈ Rd, tels que |x| ≥ |x′|/2, on a 1− ‖Tx′‖ ≤ C(1− ‖Tx‖).
De´monstation. — Notons t := |x′|. Comme |x| ≥ t/2, la sphe`re centre´e en 0 de rayon
|x| a un diame`tre supe´rieur ou e´gal a` t. On peut donc trouver y ∈ Rd sur cette sphe`re
tel que |x− y| = t. En combinant les deux lemmes pre´ce´dents il vient
1− ‖Tx′‖ = 1− ‖Tx−y‖ ≤ C max(1− ‖Tx‖, 1− ‖Ty‖) = C(1− ‖Tx‖).
4.4. Conclusion du The´ore`me 15. — Conside´rons un sous-groupe Γ < G comme
dans le The´ore`me 15. Pour montrer que l’action de translation Γ y G a un trou
spectral, on va utiliser la Proposition 4.1. On suppose pour simplifier que Γ est de
type fini, engendre´ par un ensemble fini syme´trique S et pour x ∈ Rd, on note Tx
l’ope´rateur associe´. Comme observe´ apre`s l’e´nonce´ du The´ore`me 19, l’ensemble S
ve´rifie automatiquement les conditions (1) et (2) de ce the´ore`me.
Prenons un compact K dans G. Notons K0 l’ensemble des composantes de translation
des e´le´ments de K, de sorte que K ⊂ K0× SO(d). Notons A := supv∈K0 |v|, et notons
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B la boule de centre 0 et de rayon 1 dans Rd. Soit F :=
∫ ⊕
Rd Fxdx une fonction dans
L2(G), que l’on de´sinte`gre en utilisant le Lemme 18. Pour v ∈ K0, on majore
‖σv(F )− F‖22 =
∫
Rd
‖pix(v)Fx − Fx‖22dx
=
∫
Rd
∫
SO(d)
(2− 2 cos(2pi〈ωx, v〉))|Fx(ω)|2dωdx
≤
∫
B
∫
SO(d)
(2pi〈ωx, v〉)2|Fx(ω)|2dωdx+ 4
∫
Rd\B
‖Fx‖2dx
≤ 4pi2A2
∫
B
|x|2‖Fx‖2dx+ 4
∫
Rd\B
‖Fx‖2dx.
D’autre part, le The´ore`me 19 nous permet de calculer:
1
|S|
∑
g∈S
‖σg(F )− F‖22 =
∫
Rd
2‖Fx‖22 − 2〈TxFx, Fx〉dx ≥ c0
∫
Rd
min(1, |x|)‖Fx‖22dx.
En combinant ces ine´galite´s et en posant C := (4pi2A2 + 4)/c0|S|, on obtient
‖σv(F )− F‖22 ≤ C
∑
g∈S
‖σg(F )− F‖22.
Cela montre que le crite`re de la Proposition 4.1 est ve´rifie´ pour la partie de translation
de K. La partie de rotation est ge´re´e en utilisant une nouvelle fois l’hypothe`se de trou
spectral. On renvoie a` [BI18] pour les de´tails.
Remerciements. Je remercie Emmanuel Breuillard pour ses commentaires et cor-
rections utiles sur une version pre´liminaire de ce texte.
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